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ΤΕΤΑΡΤΗ 16 ΙΟΥΝΙΟΥ 2021 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Βλέπε σελ. 135 σχολικού βιβλίου 
Α2. Βλέπε σελ. 51 σχολικού βιβλίου 
Α3. Βλέπε σελ. 23 σχολικού βιβλίου 
Α4. 
α) Σωστό 
β) Λάθος 
γ) Σωστό 
δ) Σωστό 
ε) Σωστό 

ΘΕΜΑ Β 

Β1.  Στην     xf x 1 x 1 e     όπου x  το x 1  και προκύπτει        x 1 1 xf x 1 1 x 1 1 e f x x e          
Β2. Η f  συνεχής στο   ως πράξεις μεταξύ συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο ως πράξεις μεταξύ

παραγωγίσιμων συναρτήσεων με          1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 xf x x e x e e xe 1 x e xe x 1 e                 

x  1  
 

1 xe   

 f x 

 f x  

Η f  είναι γνησίως αύξουσα στο  ,1 .

Η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  1, .

Για x 1  η f  παρουσιάζει ολικό μέγιστο με τιμή   1 1f 1 1 e 1    .

Β3. Η f  είναι παραγωγίσιμη στο   ως πράξεις μεταξύ παραγωγίσιμων συναρτήσεων με

          1 x 1 x 1 x 1 x 1 xf x x 1 e x 1 e e x 1 e e x 2                 

x - 2 

x 2   
1 xe   

 f x  

 f x     



-x+1
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Η f  είναι κοίλη στο  ,2 .

Η  f  είναι κυρτή στο  2, .

Το σημείο καμπής είναι το   2,f 2   δηλαδή το 
2

2,
e

 
 
 

 . 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  δεν έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη. 

Ελέγχω αν στο   η fC  έχει πλάγια ή οριζόντια ασύμπτωτη. 

  1 x u 1 x
1 x u

x x x u

f x xe
lim lim lim e lim e

x x

  


   
       άρα δεν έχει η fC  έχει πλάγια ή οριζόντια ασύμπτωτη στο 

Ελέγχω αν στο   η fC  έχει πλάγια ή οριζόντια ασύμπτωτη. 

  1 x u 1 x
1 x u

x x x u

f x xe
lim lim lim e lim e 0

x x

  


   
     

    
1

1 x
x 1 x 1x x x DLH x

x 1
lim f x 0x lim xe lim lim 0

e e


 

    
     

Άρα η y 0x 0 y 0     δηλαδή ο x x  είναι η οριζόντια ασύμπτωτη της  fC  στο 

Β4. 

i)  1Α ,1   και  2Α 1, 

       
f

1
x

f Α lim f x , f 1 ,1


  


 αφού    

 
1 x

x x
lim f x lim xe

 


 
  

       
f

2
x x 1

f Α lim f x , lim f x 0,1
 

    



Επομένως το σύνολο τιμών της f  είναι      1 2f Α f Α ,1  

ii)  

Για  λ ,0   η εξίσωση έχει ακριβώς μία λύση αφού     1 1 2λ f A , f γν.αυξ. στο Α και λ f A 

Για  λ 0,1  η εξίσωση έχει ακριβώς δύο λύσεις αφού     1 1 2 2λ f A , f γν.αυξ. στο Α και λ f A , f γν.φθιν. στο Α   

Για λ 1  η εξίσωση έχει μοναδική λύση την x 1  

Για  λ 1,   η εξίσωση είναι αδύνατη   αφού     1 2λ f A και λ f A  .

ΘΕΜΑ  Γ 
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Γ1.        3 2

x 0 x 0 x 0 x 0
lim f x lim αx 3x x 1 1 , lim f x lim συνx 1 και f 0 1

      
         , άρα η f είναι συνεχής στο 0. 

Επίσης η f  είναι συνεχής στο  ,0  ως πολυωνυμική και στο 
3π

0,
2

 
  

 ως τριγωνομετρική. 

Άρα η f είναι συνεχής στο  
3π

,
2

   
. 

     
3 2

0 2

x 0 x 0 x 0

f x f x αx 3x x 1 1
lim lim lim αx 3x 1 1

x 0 x    

    
     


  και 

   
x 0 x 0

f x f 0 συνx 1
lim lim 0

x 0 x  

 
 


 , οπότε η 

f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0. 

Γ2. i) Η f είναι συνεχής στο 
3π

0,
2

 
  

 , είναι παραγωγίσιμη στο 
3π

0,
2

 
 
 

 με   f x ημx   , όμως    3π
f 0 1 0 f

2
     
 

. 

Άρα δεν ισχύουν οι προυποθέσεις του θεωρήματος Rolle για την f στο διάστημα 
3π

0,
2

 
  

. 

ii) Στο  
3π

0,
2

 
 
 

 είναι:    3π 3π 3
f x 0 ημx 0 x kπ , k Z και 0 x 0 kπ 0 k , άρα k 1

2 2 2
                  

Για k=1 είναι   x π . Άρα υπάρχει μοναδικό ξ=π
3π

0,
2

 
 
 

 για το οποίο ισχύει   f ξ 0  .

Γ3.  Έστω υπάρχει   2
0 0 0 0x 0 τέτοιος ώστε f x 0 3αx 6x 1 0       .

Eίναι  Δ=  36 12α 12 3 α 0 αφού α 3      .

Άρα τέτοιο x0<0 δεν υπάρχει ώστε η εφαπτομένη της Cf στο σημείο (x0,f(x0))  να είναι παράλληλη στον άξονα x x . 

Γ4.  Για x<0    2f x 3αx 6x 1 0 για κάθε x 0 αφού Δ 0 και 3α 0         .

Για     x 0,π ημx 0 ημx 0 f x 0      

Για  x
3π

π,
2

  
 

ημx  0 ημx 0 f x 0       Η f είναι συνεχής στο 0 οπότε

x 
  0  π 

3π
2

 f x   + 

 f x
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Για             
f γν.φθ. f γν.αυξ.3π

x π f x f π f x 1 και x π f x f π f x 1
2

               

Άρα   f x 1   για κάθε  
3π

x ,
2

    
. 

 

ΘΕΜΑ  Δ 

Δ1. Θεωρούμε τη συνάρτηση    1
φ x lnx , με x 0

x
   . Είναι: 

 η φ είναι συνεχής στο  0, , άρα και στο [1,e], ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

        1 e 1
φ 1 1 0 και φ e 1 0, συνεπώς φ 1 φ e 0

e e


          

Άρα από Θ. Βolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον   0x 1,e  τέτοιο ώστε   0 0
0

1
φ x 0 lnx

x
     

Επίσης   2
1 1

φ x 0 για κάθε x 0
x x

     , οπότε η φ είναι γνησίως αύξουσα στο  0, .  

Άρα το  x0  1,e   είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης  φ x 0 .  

Δ2. Iσχύει ότι:  0
0

1
lnx

x
    (1)  

Είναι     0
0 0

0 0

x x1 1 1
f x lnx και f x 0 x x

x x x x x
        


.  

Οπότε    0 0f x 0 x x 0 x x         και    0 0f x 0 x x 0 x x        

x 0                                   x0                                      

 f x                                 0                 + 

 

f(x) 

 

                  Ο.Ε 

Συνεπώς η  f  παρουσιάζει για 0x x  ολικό ελάχιστο που είναι το     0 0 0 0f x lnx x 1 lnx 1       

(1)

0 0 0
0

1
x lnx 1 x 1 0

x
     . 

Δ3. Λύνουμε την εξίσωση     g x h x , x R  .    (2) 

Aν  x 0   η (2) είναι αδύνατη διότι:    xg x xe 0   , ενώ     
x 1

0
0

x
h x 0 , αφού x 1,e

e


    
 

. 
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Aν  x>0   (2)     
x 1 x 1

x x x0 0
0 0 0

x x
xe ln xe ln lnx lne x 1 lnx lne lnx x xlnx x lnx 1

e e

 
                       

   
  

   0x 1 lnx lnx 1 0 f x 0      .  Όμως 

       
f γν.φθ. f γν.αυξ.

0 0 0 00 x x f x f x 0 και x x f x f x 0          , οπότε η μοναδική ρίζα της εξίσωσης   f x 0  είναι 

η  0x x , δηλαδή οι  g hC , C  έχουν μοναδικό κοινό σημείο με τετμημένη x0. 

Επίσης         
x 1 x 1 x 1(1)

x x x 0 0 0 0 0
0

0

x x x 1 x x
g x e xe e 1 x και h x ln lnx 1

e e e x e

  
                         

       
  

Θα δείξουμε ότι     0 0g x h x    

     
0 0

0 0 0 0 0 0

x 1 x 1
x x x x 1 x x0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0

1 x x x
g x h x e 1 x x e x e e x x e x

x e e

 
                     

   
  

0 0 0
0

1
1 x lnx lnx

x
     ισχύει από (1). 

Δ4.                        22ΑΒ x x f x φ x f x φ x f x φ x d x αφού f x φ x για κάθε x 0              . 

 Aν η συνάρτηση φ δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0  τότε το x0 είναι κρίσιμο σημείο της φ. 

 Aν η φ είναι παραγωγίσιμη στο x0 τότε   

                 0 0 0 0d x d x f x φ x f x φ x f x φ x φ x           (3) 

Για  
             

0 0

0 0
0 0

x x x x0 0 0 0

φ x φ x φ x φ xf x f x
x x (3) lim lim 0 φ x

x x x x x x x x  

 
      

   
  

Για  
             

0 0

0 0
0 0

x x x x0 0 0 0

φ x φ x φ x φ xf x f x
x x (3) lim lim 0 φ x

x x x x x x x x  

 
      

   
 

Οπότε   0φ x 0  , δηλαδή  το x0 είναι κρίσιμο σημείο της φ. 

 

Τις απαντήσεις επιμελήθηκαν οι καθηγητές: 

Γιαννουσόπουλος Δημήτρης 

Γκουρτζούνης Ανδρέας 

Γρηγοριάδης Νίκος 

Καψαλιάρης Στέλιος 

 


