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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΛΥΚΕΙΟΥ 

17 - 6 - 2020 
 
ΘΕΜΑ  Α 

Α1. Θεωρία σχολ. βιβλίου σελ. 76 

Α2. Θεωρία σχολ. βιβλίου σελ.104 

Α3. α) Ψ 

 β) Έστω η συνάρτηση     3f x x , x R  . Η  f είναι γνησίως αύξουσα στο R ωστόσω η παράγωγός της  

   2f x 3x   μηδενίζεται για x=0 (δεν είναι δηλαδή  θετική σ’όλο το R).  

A4. 1.  Λ  2.  Σ  3.  Σ  4.  Σ  5.  Σ 

 

ΘΕΜΑ  Β 

Β1.  
g

f g x
f

x A x R x R
Α : x 0

g x A e 1 x 0

    
        

   

      
x

x

e 2
f g x f g x

e 1


 


  ,   x>0 

B2. Έστω  1 2x , x R  τέτοια ώστε      
1 2

1 2

x x

1 2 x x

e 2 e 2
f g x f g x

e 1 e 1

 
   

 
    

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2x x x x x x x x x x
1 2e e e 2e 2 e e 2e e 2 3e 3e x x            , άρα  η  f g  είναι «1-1» 

     
x y 1

x x x x

x

e 2 y 2
y f g x y ye y e 2 e y 1 y 2 e

e 1 y 1

 
            

 
   (1) 

 Πρέπει        y 2
0 y 2 y 1 0 y , 2 1,

y 1


          


 oπότε  (1)

y 2
x ln

y 1

 
    

  

 Eπίσης πρέπει:  
y 2 y 2 y 2 3

x 0 ln ln1 1 1 0 0 y 1
y 1 y 1 y 1 y 1

   
                

  

 Οπότε     1 x 2
f g x ln , x 1

x 1

     
 . 

B3. Eίναι   
    2

x 2 x 1 x 1 x 2 3
φ x ln 0 , για κάθε x 1

x 1 x 2 x 2 x 1x 1

                    
 , δηλαδή η  

 φ είναι γνησίως φθίνουσα στο   1, . 
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B4.  
 

x 1 x 1

x 2
u

x 1

x 2 1 ux 1 x 1 lim lim x 2
x 1 x 1

x 2
limφ x lim ln lim lnu

x 1 

  






         

      
   

  
x x

x 2
u

x 1

x 2 xx x u 1lim lim 1
x 1 x

x 2
lim φ x lim ln lim lnu 0

x 1
 






   


     
  

 

 

ΘΕΜΑ  Γ 

Γ1. H f είναι συνεχής στο 0 οπότε       
x 0 x 0
lim f x lim f x f 0

  
  . Έχουμε ότι: 

    
x 0 x 0

1
lim f x lim ln λ 1 ln λ f 0

1 x  

       
  και     

x 0 x 0
lim f x lim ημx λσυνx 0 λ 1 λ

  
        

 Πρέπει:  1 lnλ λ lnλ λ 1 0        (1)   Θεωρούμε συνάρτηση   φ x ln x x 1 , x 0      

 Eίναι    1
φ x 1 0 , για κάθε x 0

x
     , οπότε η φ είναι γνησίως αύξουσα και   φ 1 0 . 

 Oπότε η εξίσωση   (1)  φ λ 0   έχει μοναδική ρίζα την λ=1. 

 

Γ2. Είναι  
   

 x 0 x 0 x 0 x 0

1
1f x f 0 1 1 x 11 xlim lim lim lim 1

x x x 1 x 1 x      

     
 

  

 και  
   

x 0 x 0 x 0

f x f 0 ημx συνx 1 ημx συνx 1
lim lim lim 1 0 1

x x x x    

          
 

  

 Eπομένως η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 με   f 0 1  =λεφ
π

εφω 1 ω
4

     αφού  0 ω π  . 

 

Γ3. Για x<0:   
 2

1 1
f x 0 για κάθε x 0

1 x 1 x

        
  

 Για 0<x<
3π

2
 :    f x ημx συνx συνx ημx       

 Eίναι    π
f x 0 συνx ημx 0 συνx ημx εφx 1 x κπ , κ Ζ

4
               

 Όμως  
3π π 3π π 5π 1 5

0 x 0 κπ κπ κ , δηλ. κ 0 ή κ 1
2 4 2 4 4 4 4

                  
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 Οπότε  
π π 5π

x ή x π
4 4 4

     τα κρίσιμα σημεία της f. 

 

Γ4. Η εξίσωση της εφαπτομένης στο Μ(α, f(α)) είναι      
 

 2

1 1
y f α f α x α y x α

1 α 1 α
      

 
  

 Για y=0  
 

 2

1 1
x α 1 α x α x 2α 1

1 α 1 α
          

 
  

 Είναι     x t 2α t 1    και         α t 2
x t 2α t 2 α t

3 3

 
       

 
. Eπομένως 

      0 0

2 2 2
x t α t 1

3 3 3
          

  

 
ΘΕΜΑ  Δ 
 

Δ1.   xf x e 2x e     και    xf x e 2 0 για κάθε x R      , άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο R. 

 Η f  είναι συνεχής στο R άρα και στο [0,1]. 

        f 0 1 e 0 και f 1 2 0 οπότε f 0 f 1 0           

 Aπό θεώρημα Βοlzano  υπάρχει ένα τουλάχιστον  0x 0,1  τέτοιο ώστε  0f x 0   και είναι  

μοναδικό αφού  f  είναι γνησίως αύξουσα. 

Είναι       
f γν. αύξουσα

0 0x x f x f x f x 0


        και       
f γν. αύξουσα

0 0x x f x f x f x 0


         

x -                           0x                                 

 f x              0               + 

 

f(x) 

 

 

 Στο  0x   η  f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο που είναι το  

 
 

 
x0

0 0

0

f x 0 e e 2 x
x 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0f x e x ex 1 e 2x x ex 1 x e 2 x e 1
    

                
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Δ2. Eίναι     0 0 0 0 0

0 0

1 1
x x ημ x x x x x x ημ x x

x x x x
         

 
  και αφού 

  
0 0

0 0
x x x x
lim x x lim x x 0
 

     , από κριτήριο παρεμβολής είναι   
0

0
x x

0

1
lim x x ημ 0

x x

 
   

  

 Επίσης για x>x0     
   

00

0

x xx x
00 0

0

f x f x1 1
lim και lim , αφού 0

f x f xx x x x

x x

  


    

 


  

 Ενώ για x<x0      
   

0 0

0

x x x x
00 0

0

f x f x1 1
lim και lim , αφού 0

f x f xx x x x

x x

  


    

 


  

 Οπότε  
         

0 0

0
x x x x

00 0 0 0

0

1 1 1 1 1
lim ημ lim x x ημ

f x f xf x f x x x x x x x

x x

  

  
                        

  

 και  
         

0 0

0
x x x x

00 0 0 0

0

1 1 1 1 1
lim ημ lim x x ημ

f x f xf x f x x x x x x x

x x

  

  
                        

  

 Συνεπώς  
   0x x

0 0

1 1
lim ημ

f x f x x x

 
     

  

Δ3. Θεωρούμε τη   συνάρτηση      0g x f x x x   , x R . 

          
f γν.αυξ.

0 0 0

0

g x f x 1 0 για κάθε x x ,1 αφού x x f x f x 0

άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο (x ,1)



             

H g είναι συνεχής στο R άρα και στο  0x ,1  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 

       
f γν. φθιν.

0 0 0 0g x f x 0 αφού 0 x f x f 0 0        

    0 0g 1 f 1 1 x 1 x 0       , άρα    0g x g 1 0   

Από θεώρημα Βolzano  υπάρχει ένα τουλάχιστον   0ρ x ,1  τέτοιος ώστε g(ρ)=0 και είναι μοναδικό  

αφού  η  g είναι γν. αύξουσα. 
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Δ4. Επειδή ρ είναι ρίζα του ερωτήματος Δ3 ισχύει ότι    0 0f ρ ρ x f ρ x ρ     . 

                        0 0
0 0 0

0 0

f x f x f ρ
f x f ρ f κ 1 f x x ρ f κ 1 f κ 1 f κ

x ρ x ρ


             

 
  

 Η f είναι παραγωγίσιμη στο R, άρα και στο  0x ,ρ . Από Θ.Μ.Τ υπάρχει ένα τουλάχιστον  

ξ            0 0
0

0 0

f ρ f x f x f ρ
x ,ρ : f ξ

ρ x x ρ

 
  

 
  

Όμως           
f γν.αυξ.

0
0

0

f x f ρ
x ξ ρ κ f ξ f κ f κ

x ρ

 
        


  

 

Τις απαντήσεις επιμελήθηκαν οι καθηγητές: 

Καψαλιάρης Στέλιος 

Σιταρίδης Σπύρος 

 
 


